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Resumen: Este trabajo presenta dos nuevas propuestas de férmulas para el tiempo
de subida de sistemas de segundo orden. La primera férmula es para el caso
de sistemas subamortiguados y su resultado es comparado con los existentes
en la literatura clasica de sistemas de control. La segunda es para sistemas
sobreamortiguados y no se ha encontrado propuestas similares en la literatura.

Se presentan ejemplos de uso.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo son propuestas dos nuevas férmu-
las para el calculo del tiempo de subida en la
respuesta a una entrada del tipo escalén para
sistemas de segundo orden subamortiguados y so-
breamortiguados. Se considera la definicién como
el tiempo necesario para que la respuesta varie del
10 % al 90 % del valor final.

En el caso subamortiguado las aproximaciones
polinomiales usualmente utilizadas (Levine, 1996)
tienen la desventaja de presentar una buena apro-
ximacién en un rango pequeno del factor de amor-
tiguamiento (¢) en el intervalo [0,1]. Debido a
su cédlculo mediante regresion también presentan
coeficientes complejos o poco intuitivos.

Si se considera el caso sobreamortiguado, no se
ha encontrado en la literatura una propuesta de
férmula para la aproximacion al tiempo de subida.
Mientras que para sistemas muy amortiguados
es posible una aproximacion con buena exactitud
utilizando un sistema de primer orden, para los
sistemas con polos similares esta técnica no es
adecuada.

En la seccién 2 a continuacién se presenta el desa-
rrollo de la férmula para el caso subamortiguado.
La propuesta para sistemas sobreamortiguados se
describe en la seccién 3. La seccién 4 presenta
ejemplos de aplicacion para ambos tipos de sis-
temas. Finalmente, en la seccién 5 se encuetran
las conclusiones del trabajo.

2. SISTEMAS SUBAMORTIGUADOS

La utilizacién de férmulas para la estimacion del
tiempo de subida para sistemas de segundo orden
subamortiguados (0 < ¢ < 1) ha estado limitada
a dos propuestas:

= Férmulas exactas utilizando como definicion
la variacién del 0% al 100% del valor final
(Ogata, 1997) (Umez-Eronini, 2001).

= Aproximaciones mediante polinomios de pri-
mer y segundo orden validas para cierto su-
bintervalo del [0,1] (Kuo, 1995) (Dorf and
Bishop, 2001).

Aunque los resultados de estas férmulas sean
aceptables para muchos problemas de ingeneria,
en ambos casos existen limitaciones. En el pri-
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mer caso se considera una definicion alternativa
para el tiempo de subida considerando la facili-
dad del desarrollo de una férmula exacta. Pero
esto dificulta la comparacién con los resultados
obtenidos para sistemas que utilizan la definicién
corriente (10% al 90%). En las aproximaciones
con polinomios (de primer y segundo orden) los
resultados son satisfactorios para un rango par-
ticular, siendo inadecuados cuando se considera
todo el intervalo [0, 1]. Aunque es posible la uti-
lizacién de polinomios de grados superiores, esto
no ha sido propuesto en la literatura clasica de
los sistemas de control. La principal desventaja de
esta alternativa es el incremento en la cantidad de
parametros. A continuacién se realiza la propuesta
de una nueva férmula para el tiempo de subida
de sistemas subamortiguados y, basada en esta,
una férmula simplificada que posee las virtudes de
una cantidad pequena de pardametros y una buena
aproximacion.

2.1 Formulas cldsicas

Las siguientes férmulas son usualmente utilizadas
para la estimacién de los tiempos de subida de
sistemas subamortiguados:

= Aproximacién de primer orden (Dorf and
Bishop, 2001).

2,1
;. 2160+0.60 Q)

Wn

(0,3<¢<0,8)

= Aproximacién de segundo orden (Kuo, 1995)
(Levine, 1996).

2,917¢% — 0,41 1
, _ 2917C — 04167C + @

Wnp
(0<¢<1)

La dltima aproximacion, aunque parezca valida
para todo el intervalo, tiene resultados razonables
solamente en [0,6; 1] (figura 2 més adelante).

2.2 Formula para sistemas subamortiguados

Para el desarrollo de la nueva propuesta seran
consideradas las siguientes hipétesis:

= Una estructura exponencial de aproximacién
del tipo

wnty = Ky (6% — 1) + K> (3)

= Considerar las siguientes condiciones de bor-
de para la aproximacion:

e Que tiempo de subida para un sistema
con ¢ — 0 sea igual al de un sistema
no amortiguado (¢ = 0). En este caso
wptro = 1,019.

e Que tiempo de subida para un sistema
con ( — 1 sea igual al de un sistema
criticamente amortiguado (¢ = 1). Se
tiene entonces que wyt,1 = 3,36.

Considerando las hipétesis anteriores se tiene que:

g = 0 = KQ = wntro. (4)
trl _tTO
=1=K =—.
¢ 1= (5)

Utilizando algoritmos de regresion se tiene que el
valor 6ptimo ocurre para a ~ 2. Se tiene como
resultado la expresion

20 _-1)+1,01
- 0,366 (e ) + 1,019 ©)

Wn

Si se considera las aproximaciones

. 1,019 ~ 1.
= 1/0,366 ~ e.

es posible obterner la siguiente férmula simplifi-
cada
(26-1) 40,632
tr — # (7)

Wn

La figura 1 ilustra el valor del tiempo de subida, ¢,
calculado mediante las férmulas clésicas encontra-
das en la literatura de control y la nueva féormula
propuesta. El error relativo debido a la utilizacién
de estas férmulas puede ser apreciado en la figura
2. Se observa la sensible mejora resultante de la
utilizacién de la formula propuesta.

Si se utiliza la simplificacién propuesta en (7)
se incrementa el error relativo en favor de la
simplicidad de los coeficientes (figura 3).

El cuadro 1 resume los errores relativos maximos
obtenidos con la utilizacién de cada férmula.

35

0A50 0.‘4 8‘5 0‘.6 0‘.7 O‘.S O.‘Q 1

Figura 1. Tiempos de subida en funciéon de ¢
(normalizados segin w;,). Aproximaciones de
primer orden (1) (——), de segundo orden (2)
(--+), férmula propuesta (6) (—) y tiempo de
subida calculado (x).
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Figura 2. Errores relativos de las aproximaciones
de primer orden (1) (——), de segundo orden
(2) (--+) y la férmula propuesta (6) (—).
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Figura 3. Errores relativos de las aproximaciones
por la férmula propuesta (6) (—) y la férmula
simplificada (7) (——).

Cuadro 1. Comparacion entre los errores
relativos maximos.

Férmula Error relativo méaximo
Primer orden (1) 5.7%
Segundo orden (2) 15.3%
Férmula propuesta (6) 0.8%
Férmula simplificada (7) 21%

3. SISTEMAS SOBREAMORTIGUADOS

En el caso de sistemas sobreamortiguados (¢ > 1)
no se ha encontrado una férmula desarrollada para
el cédlculo del tiempo de subida. En la practica,
para los casos en los cuales hay un polo dominante
(¢ > 1,74), los resultados son aproximados utili-
zando la férmula para sistemas de primer oden, o
sea,

t, = 7Ln(9) (8)
siendo 7 la constante de tiempo. A continuacién se

realiza la propuesta de una férmula que sea ade-
cuada para cualquier sistema sobreamortiguado.

3.1 Formula para sistemas sobreamortiguados

Los polos de un sistema de segundo orden sobre-
amortiguado valen

s = —Cwp V2 — lw,. (9)

Para los sistemas de segundo orden con una re-
lacién mayor a 10 entre los polos (¢ > 1,74),
es comun aproximar la dindmica del sistema por
un sistema de primer orden utilizando el polo
dominante. En este caso, el polo dominante es

S = —Cwn + €2 - 1UJn, (10)

y tiende a s = 0 cuando { — +o0.

Luego, es posible aproximar la constante de tiem-
po de los sistemas con ( suficientemente grande
por

1
(c-vVE@=T)wn
= ctve-1 VC2_1 (11)

T =

Cuando ¢ — +oo se tiene que

TR 2—< (12)

Wn
Esto permite aproximar el tiempo de subida de
los sistemas con ¢ grande por la expresién

_ 2¢Ln(9)

Wn

tr (13)

La figura 4 ilustra el error realtivo del calculo de
wpt, en funcién de ¢ utizando la férmula anterior
(13). Es claro que para valores grandes de ¢ el
error relativo tiende a cero, pero para valores
chicos el error es apreciable (=~ 31 % para el caso

¢=1).

Con la finalidad de mejorar los resultados obte-
nidos por la férmula anterior para el rango de
valores cercanos a ( = 1 se hace la siguiente
propuesta:

» Una estructura de la forma
K
wpty = 2Ln(9)¢ + 7 (14)

= Considerar las condiciones de borde para la
aproximacion, o sea, que tiempo de subida
para un sistema con ( = 1 sea igual al de un
sistema criticamente amortiguado (¢ = 1).
En este caso se tiene que wyt,.. = 3,36.

Considerando las hipdtesis anteriores

¢ =1= wptre =2In(9)+ K
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= K =t

. _ 2Ln(9)¢ ~1,034/¢

T

—2In(9) = —1,034

(15)

Wn

Si se simplifica la ecuacién anterior utilizando la
aproximacion 1,034 =~ 1 se tiene

t, = w (16)

T
Wn

La figura 4 ilustra el error relativo del uso de las
férmulas (13) y (15) para valores de ¢ € [1,10]. El
incremento en el error debido al uso de la férmula
simplificada (16) es ilustrado en la figura 5.
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Figura 4. Errores relativos de las aproximaciones
por polo dominante (13) (---) y la férmula
propuesta (15) (—).
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Figura 5. Errores relativos de las aproximaciones
por la férmula propuesta (15) (=) y la férmu-
la simplificada (16) (——).

Cuadro 2. Comparacion entre los errores
relativos maximos.

Férmula Error relativo maximo
Polo dominante 13) 30.9%
Férmula propuesta (15) 0.9%
Férmula simplificada (16) 1.6 %

10

10 N

¢

Figura 6. Tiempos de subida en funcién de ¢ (nor-
malizados segiin w,, ). Aproximaciones por po-
lo dominante (13) (---), férmula propuesta
(15) (—) y tiempo de subida calculado (x).

4. ALGUNOS EJEMPLOS

En los ejemplos a continuacién seran utilizadas las
férmulas aproximadas.

4.1 Sistemas subamortiguados

4.1.1. Ejemplo 1.  Sea el sistema

5

_ 1
s24+2s+4 (17)

H(s) =

Para este sistema se tiene que w, =2, ( = 0,5y
t. = 0,819. Utilizando (7)

e(2x0:5-1) + 0,632

=081
5 0,816

ty =

4.1.2. Ejemplo 2. Consideremos el sistema criti-

co (¢=1)

0,5

—_ 18
s24+6s5+9 (18)

H(s) =

Se tiene que w, = 3. En este caso es posible cal-
cular t, utilizando ambas férmulas para sistemas
subamortiguados y sobreamortiguados. Utilizan-
do (7) se tiene que

e2x1-1) 4 0,632

=1,12.
2

ty =

Se se considera (16)

_2x1xLn(9)—1/1
- 3

t, =1,13.

Para este sistema ¢, = 1,12.
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4.1.3. Ejemplo 3. Veamos ahora el resultado
para un sistema poco amortiguado, como el caso
de

0,4

H(s) —
)= F 001001

(19)

Para este sistema w, = 0,2, ( = 0,1 y ¢, = 5,52.
Si se calcula el tiempo de subida con la férmula
aproximada se tiene que

oo PO 40,632
" 0,2

= 5.41.

Esto representa un errror relativo de ~ 2 %.

4.2 Sistemas sobreamortiguados
4.3 Ejemplo 4.
Sea el sistema con w, =5y (=25

10
H(s)= — —
() = 57505 125

Si se utiliza (16) se tiene que

2x5xLn(9)—-1/5

=4,35.
5 )

Para este sistema el tiempo de subida vale t, =
4,35. Para este sistema la aproximacién por polo
dominante da buenos resultados.

4.3.1. Ejemplo 5. Consideramos ahora un sis-
tema para el cudl la aproximaciéon por polo domi-
nante no es razonable. Sea el sistema

H(s) = 100

_—. 21
s2 + 25s + 100 (1)

En sistema tiene w, = 10, { = 1,25 y ¢, = 0,46.
Los polos son s = —5 y —20 (relacién de 4).
Utilizando la férmula simplificada se tiene que

2 % 1,25 x Ln(9) — 1/1,25

=0,47.
10 ’

En este caso realizar la estimacién con (13) da
como resultado ¢, = 0,55 (error relativo de ~

19%).

5. CONCLUSIONES

En este articulo se ha propuesto dos nuevas férmu-
las para el cédlculo del tiempo de subida de sis-
temas de segundo orden. En el caso de sistemas
subamortiguados la férmula propuesta ha demos-
trado mejores resultados que las existentes en la
literatura corriente del 4drea de sistemas de control.

Considerando su version simplificada se tiene bue-
na aproximacién y simplicidad en los pardmetros.

En el caso sobreamortiguado se ha logrado una
férmula con buenos resultados sobre todo el rango.
También en este caso la simplificacién posee una
buena relacién entre simplicidad y exactitud. No
se hallado una propuesta de férmula en la litera-
tura para este caso.
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